Zadaci i rješenja by unknown
Redakcija, iz tehnicˇkih razloga, daje ovo
upozorenje:
Krajnji rok za primanje rjesˇenja iz ovog
broja je 29. veljacˇe 2012. Rjesˇenja (i imena
rjesˇavatelja) bit c´e objavljena u br. 4/ 248.
Ujedno molimo da pripazite na upute rjesˇa-
vateljima koje su na str. 144.
A) Zadaci iz matematike
3297. Dano je n + 1 pozitivnih cijelih
brojeva cˇiji je zbroj jednak 3n i oni su
poredani u krug. Dokazˇi da postoji nekoliko
uzastopnih brojeva cˇiji je zbroj jednak 2n .
3298. Neka su a , b , c , d pozitivni cijeli
brojevi takvi da je cd = 1. Dokazˇi da postoji
cijeli broj n takav da vrijedi
ab ≤ n2 ≤ (a + c)(b + d).
3299. Realni brojevi a1, a2, . . . , an ,
b1, b2, . . . , bn zadovoljavaju jednakost
4(b1+b2+. . .+bn) = a1a2+a2a3+. . .+ana1.
Dokazˇi da barem jedna od sljedec´ih kvadratnih
jednadzˇbi
x2 + akx + bk = 0, k = 1, 2, . . . , n
ima realna rjesˇenja.
3300. Tocˇke D , E , F su polovisˇta stranica
AB , BC , CA trokuta ABC . Ako je BG
visina trokuta na stranicu AC dokazˇi da je
<)EGD = <)EFD .
3301. Neka je P povrsˇina trapeza ABCD ,
AB‖CD , |AB| = a , |CD| = b , a > b . Ako je







3302. Dane su cˇetiri tocˇke A , B , C , D .
Odredi tocˇku M tako da velicˇina
|MA|2 + |MB|2 + |MC|2 + |MD|2
bude minimalna.
3303. Unutar duzˇine AB dana je tocˇka
C . Nad duzˇinama AB , BC , AC konstruirani
su jednakostranicˇni trokuti ABD , BCE , ACF
tako da su dva manja i najvec´i me -du njima s
raznih strana pravca AB . Ako su M , N , L
redom sredisˇta upisanih kruzˇnica tih trokuta,
dokazˇi da je |MN| = |ML| .
3304. Kutovi trokuta su α , β , γ , a
polumjeri opisane i upisane kruzˇnice R i r .
Dokazˇi jednakost
cosα + cos β + cos γ − 1 = r
R
.
3305. Ako su a , b , c duljine stranica
trokuta i α , β , γ nasuprotni mu kutovi,
dokazˇi jednakost
a(1 + 2 cos 2α) cos 3β + b(1 + 2 cos 2β) cos 3α
= c(1 + 2 cos 2γ ).
3306. Na koliko se nacˇina mogu izabrati tri
vrha pravilnog n -terokuta A1A2 . . .An , n ≥ 4,
tako da oni budu vrhovi tupokutnog trokuta.
B) Zadaci iz fizike
OSˇ – 334. Vozacˇ je zˇelio izracˇunati
faktor trenja kotrljanja izme -du guma njegovog
automobila i ceste. Na ravnom dijelu ceste
postigao je brzinu od 18 km/ h i ugasio motor
automobila. Zaustavljajuc´i se, automobil je
presˇao put od 31.25 m. Koliki je faktor trenja
izracˇunao vozacˇ iz ovih podataka? Zasˇto je za
ovakvo mjerenje vazˇno da brzina automobila
ne bude prevelika?
OSˇ – 335. Ucˇenici su posjetili zabavni park
u kojem je visec´i most duljine 30 m. Prelazili
su ga u koloni dugacˇkoj 15 m brzinom od
1.5 m/ s. Koliko dugo je most bio opterec´en?
OSˇ – 336. Opruga se produlji za 4 cm
kad se na nju objesi uteg mase 100 g. Kad je
na nju objesˇena kocka brida 5 cm produljenje
opruge iznosi 10 cm. Kolika je gustoc´a kocke?
OSˇ – 337. Kako treba spojiti otpore od
30 Ω , 10 Ω , 6 Ω , 5 Ω i 3 Ω da bi vrijednost
njihovog ukupnog otpora bila cijeli broj manji
od 10 Ω?
1490. Kroz otpornik R2 na shemi tecˇe
struja 0.4 A. Odredi napon izvora, snagu koju
trosˇi svaki od tri otpornika i ukupnu snagu
u strujnom krugu. R1 = 1 Ω , R2 = 2 Ω ,
R3 = 3 Ω .




1491. Prosjecˇno vrijeme izme -du dviju
uzastopnih opozicija Marsa (Zemlja izme -du
Marsa i Sunca) iznosi 2.1354 godine. Odredi
duljinu velike poluosi Marsove putanje (srednju
udaljenost Marsa od Sunca), koristec´i podatak
da je velika poluos Zemljine putanje duga 1
astronomsku jedinicu, a ophodno vrijeme 1
godinu.
1492. Kugla promjera 4 cm pliva na vodi
tako da je vrh kugle 3.2 cm iznad povrsˇine
vode. Odredi gustoc´u kugle ako je gustoc´a
vode 1000 kg/ m3 , a gustoc´u zraka zanemari.
1493. Homogena bakrena kugla rotira
kutnom brzinom 6π rad/ s , uz kineticˇku
energiju rotacije 0.24 J. Odredi radijus i masu
kugle. Gustoc´a bakra je 8940 kg/ m3 .
1494. Zraka svjetlosti upada okomito na
stranicu plasticˇne prizme indeksa loma 1.3.
Smjer lomljene zrake na izlazu iz prizme
zatvara kut δ = 5◦ u odnosu na smjer upadne
zrake. Odredi kut prizme α (na slici).


1495. U zadnjoj sekundi slobodnog pada,
kamen prevali 16% vec´i put nego u predzadnjoj.
Odredi visinu i trajanje pada. Uzeti g =
10 m/ s2 , a otpor zraka zanemari.
1496. Idealno crno tijelo na temperaturi
300 K prima jednaku snagu od okoline koliko
i zracˇi. Pri temperaturi tijela 320 K, treba
ulagati 17 W snage za odrzˇavanje temperature
tijela. Koliku bi snagu trebalo ulagati za
odrzˇavanje temperature 340 K istog tog tijela?
C) Rjesˇenja iz matematike
3273. Dano je 90 brojeva a1, a2, . . . , a90
od kojih je svaki jednak −3 ili −1 . Ako je
a21 + a
2






2 + . . . + a
4
90?
Rjesˇenje. Neka je u danom uvjetu x -broj
jedinica i y -broj devetki. Tada je
x + 9y = 282,
x + y = 90.
Rjesˇenje ovog sustava linearnih jednadzˇbi je
x = 66, y = 24. Dakle
a41 + a
4
2 + ... + a
4
90 = 66 · 1 + 81 · 24
= 66 + 1944 = 2010.
Lucija Drasˇinac (2),
III. gimnazija, Osijek













Rjesˇenje. Sre -divanjem sustava jednadzˇbi
dobijemo
xy− 12y = −24 (1)
i
xy− 10x = −36. (2)






Uvrstimo li vrijednost za x u (1) i dobijemo
kvadratnu jednadzˇbu
y2 − 9y + 20 = 0 (3)
cˇija su rjesˇenja y1 = 5 i slijedom toga x1 =
36
5
i y2 = 4, x2 = 6
Kuzma Pecotic´ (4),
Gimnazija “Cˇedo Zˇic”, Krk
3275. Na -di najvec´i pozitivan cijeli broj n
takav da je
√
n− 100 +√n + 100 racionalan
broj.
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Rjesˇenje. Da bi izraz dan u zadatku bio
racionalan mora vrijediti:
n + 100 = (k1)
2, (1)
n− 100 = (k2)2. (2)
Iz (1) i (2) lako zakljucˇujemo da su k1 i k2
cijeli brojevi takvi da vrijedi k1 > k2 .
Oduzmemo li jednadzˇbu (2) od (1)
dobijemo:
200 = (k1 − k2)(k1 + k2). (3)
Iz cˇega slijede jedina moguc´a rijesˇenja u skupu
cijelih pozitivnih brojeva:
k1 − k2 = 1; 2; 4; 8; 10; (4)
k1 + k2 = 200; 100; 50; 25; 20. (5)
Zbrajanjem (4) i (5) dobivamo:
2k1 = 201; 102; 54; 33; 30 (6)
i analogno oduzimanjem (5) i (4)
2k2 = 199; 98; 46; 17; 10. (7)
Da bi n bio cijeli broj, a to je kada je i
k1 cijeli broj slijedi: k1 = {51; 27; 15} i
k2 = {49; 23; 5} .
Iz ovako dobivenih vrijednosti k1 i k2 i
jednadzˇbe (1) ili (2) slijedi:
n ∈ {2501; 629; 125}
dakle trazˇeni broj je: n = 2501.
Kuzma Pecotic´ (4), Krk
3276. Dokazˇi nejednakost
(a + 3b)n + (3a + b)n  2n+1(a + b)n,
gdje su a i b pozitivni brojevi, a n je prirodan
broj.
Rjesˇenje. Uvedimo supstituciju x = a + 3b
i y = 3a + b : tada je a + b =
1
4
(x + y) i
zadana nejednakost postaje:










sˇto je poznata nejednakost me -du sredinama koja
se lako dokazuje matematicˇkom indukcijom:
1◦ Baza.
Za n0 = 1 imamo nejednakost
x + y
2

















· x + y
2











· x + y
2
⇐⇒ 2xk+1 + 2yk+1  xk+1 + xky + xyk + yk+1
⇐⇒ xk+1 + yk+1 − xky− xyk  0





(x− y)  0.
Posljednja nejednakost vrijedi: naime, buduc´i
da su x i y pozitivni brojevi, oba faktora x− y
i xk − yk su istog predznaka ovisno o tome
je li x vec´i ili manji od y . Time je korak
indukcije dokazan pa vrijedi tvrdnja zadatka.
Kristijan Kvaternik (4),
V. gimnazija, Zagreb
3277. Odredi vrijednost izraza
[log√2( cos 20


















































cos 100◦ cos 40◦
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Kristijan Kvaternik (4), Zagreb
3278. Dan je jednakokracˇan trokut ABC ,
|AB| = |AC| . Na stranicama AB i AC dane
su redom tocˇke D i E tako da je |AB| = 4|BD|
i |AC| = 4|AE| . Ako je povrsˇina cˇetverokuta
BCED jednaka 52 cm2 , kolika je povrsˇina
trokuta ADE .
Rjesˇenje. Prema uvjetima zadatka imamo:
PABC = PBCED + PADE
i dalje
































PADE = 12 cm
2.
Kuzma Pecotic´ (4), Krk
3279. U jednakokracˇan trapez, cˇije su
duljine baza jednake a i c , upisana je kruzˇnica.
Odredi duljinu dijagonale trapeza.
Rjesˇenje. Uvedimo oznake kao na slici.
Buduc´i da je trapez tangencijalan, vrijedi:








S druge strane, ako s M i N redom oz-
nacˇimo projekcije vrhova D i C na osnovicu
AB , vrijedi |AM| = |NB| te
|AM| + |NB| = a− c
tj.
|AM| = |NB| = a− c
2
.
Sada iz pravokutnog trokuta CNB dobivamo:
















dok u pravokutnom trokutu ACN imamo:













a2 + 6ac + c2.
Kristijan Kvaternik (4), Zagreb
3280. U cˇetverokutu PQRS tocˇke A, B,
C , D su redom polovisˇta stranica PQ, QR,
RS , SP, a M je polovisˇte od CD. Neka je
H tocˇka na AM takva da je |HC| = |BC| .
Dokazˇi da je <)BHM = 90◦ .
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Rjesˇenje. Uocˇimo da c´e bez obzira na
cˇetverokut PQRS cˇetverokut ABCD biti
paralelogram: naime, duzˇine AB , BC , CD ,
DA redom su srednjice trokuta PQR , QRS ,
RSP , SPQ pa vrijedi DA ‖ BC ‖ QS ,
AB ‖ CD ‖ PR ,
|DA| = |BC| = 1
2
|QS|,








Oznacˇimo sada u paralelogramu ABCD
sjecisˇte pravaca AM i BC s E ; uocˇimo
kako vrijedi CM ‖ AB i |CM| = 1
2
|AB| pa
je duzˇina MC srednjica trokuta ABE . Zato
je tocˇka C polovisˇte duzˇine BE te vrijedi
|BC| = |CE| = |CH| . Proizlazi da tocˇke B ,
H , M lezˇe na kruzˇnici promjera BE pa je
kut BHE , odnosno BHM prema Talesovom
poucˇku, pravi.
Kristijan Kvaternik (4), Zagreb
3281. U trokutu ABC je |AC| = 2|AB| .
Tangente u tocˇkama A i C na opisanu kruzˇnicu




Rjesˇenje. Neka pravac PB sijecˇe opisanu
kruzˇnicu drugi put u tocˇki Q ; uvedimo
standardne oznake kutova i neka je <)ABQ =
ϕ . Buduc´i da je kut izme -du tangente i tetive
jednak obodnom kutu nad tom tetivom, vrijedi
<)BAP = γ , <)BCP = α . Sada primijenimo
















sin(π − (β − ϕ)) =
sinα










Pravci AP i CP su tangente na opisanu















2R sin(β − ϕ) =
sinϕ
sin(β − ϕ) ,












|QA| · |BC| = |AB| · |QC|,
|QA| · |BC|+ |AB| · |QC| = 2|AB| · |QC|,
|QA| · |BC|+ |AB| · |QC| = |AC| · |QC|. (1)
Nadalje, cˇetverokut ABCQ je tetivan pa na
njega mozˇemo primijeniti Ptolemejev poucˇak:
|QA| · |BC|+ |AB| · |QC| = |AC| · |BQ|. (2)
Uspore -divanjem strana u (1) i (2) slijedi
|BQ| = |QC|,
a kako su tetivama jednakih duljina pridruzˇeni





CQ) pa je tvrdnja
dokazana.
Kristijan Kvaternik (4), Zagreb
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3282. Duljine stranice trokuta ABC su
|AB| = 8 cm, |BC| = 7 cm, |CA| = 6 cm. Na
stranici BC dana je tocˇka E takva da je
<)BAE = 3<)EAC . Koliko je |AE|2 ?




<)BAC . Neka simetrala kuta <)BAC
sijecˇe stranicu BC u tocˇki S ; ocˇito je pravac
AE simetrala kuta <)SAC .
A
B S E C
4 3
8 6 6








|BS|+ |SC| = |BC| = 7
dobivamo duljine |BS| = 4 cm, |SC| = 3 cm.
Primijenimo sada kosinusov poucˇak na trokute
BAS i CAS :
cos <)BAS =
82 + |AS|2 − 42
16|AS| ,
cos <)CAS =
62 + |AS|2 − 32
12|AS| .
Izjednacˇavanjem strana dobivamo
82 + |AS|2 − 42
16|AS| =
62 + |AS|2 − 32
12|AS| ,
3 · 82+3|AS|2−3 · 42 = 4 · 62+4|AS|2−4 · 32,
|AS|2 = 36, |AS| = 6.
Ocˇito je trokut ASC jednakokracˇan pa je
AE ⊥ SC i |SE| = |EC| . Sada je prema
Pitagorinom poucˇku
|AE|2 = |AC|2 − |CE|2 = 33.75 cm2.
Kristijan Kvaternik (4), Zagreb
Drugo rjesˇenje. Stavimo |AB| = c , |BC| =
a , |CA| = b . Neka je AD simetrala kuta














B D E Ca
bc
Koristec´i Stewartov teorem dobivamo
|CD| · |AB|2 + |BD| · |AC|2






















Uvrsˇtavanjem danih uvjeta dobivamo
|AD| = 6 cm.
Prema tome je 
ACD jednakokracˇan i
simetrala AE kuta <)CAD je okomita na
BC . Tocˇka E je polovisˇte duzˇine CD . Kako

















3283. Duljine stranica tetivnog cˇetverokuta
ABCD su redom a, b, c , d , a sjecisˇte










(s − b)(s − d)
(s − a)(s − c) .
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Rjesˇenje. Oznacˇimo kutove kao na slici
(pritom vodimo racˇuna o obodnim kutovima
nad istim tetivama) te neka je R polumjer














Buduc´i da je cˇetverokut ABCD tetivan,
vrijedi θ = π − (ϕ1 + ϕ2) = ϕ3 + ϕ4 . Sada je
(s− b)(s − d)
(s− a)(s − c)
=
1
4 (a− b + c + d)(a + b + c− d)
1
4 (−a + b + c + d)(a + b− c + d)
=
(a + c)2 − (b− d)2












− ` c2R − a2R´2
(primjenjujemo sinusov poucˇak)
=
(sinϕ3 + sinϕ4)2 − (sinϕ1 − sinϕ2)2




2 − sin2 ϕ1+ϕ22 sin2 ϕ1−ϕ22
cos2 ϕ1+ϕ22 sin
2 ϕ1−ϕ2




2 − sin2 θ2 sin2 ϕ1−ϕ22
cos2 θ2 cos
2 ϕ1−ϕ2






2 − sin2 ϕ1−ϕ22


















2 − sin2 ϕ4−ϕ32





i tvrdnja zadatka je dokazana.
Kristijan Kvaternik (4), Zagreb
3284. Duljina brida kocke ABCDA1B1C1D1
jednaka je a. Tocˇke M i N su na dijagonalama








Odredi udaljenost tocˇke C od pravca MN .
Prvo rjesˇenje. Postavimo kocku u Oxyz
prostor tako da se tocˇka A poklopi s ishodisˇtem,
pravac AB s osi apscisa, pravac AA1 s osi
ordinata, a pravac AD s osi aplikata. Tada
vrhovi kocke imaju sljedec´e koordinate:
A(0, 0, 0), A1(0, a, 0),
B(a, 0, 0), B1(a, a, 0),
C(a, 0, a), C1(a, a, a),





































































































ak =⇒ |NM| = a,
−−→










Izrazimo sada povrsˇinu P trokuta MCN























































S druge strane, povrsˇinu P mozˇemo izraziti i
kao polovinu umnosˇka duljine stranice MN i
duljine visine na tu stranicu d (to je ujedno i











Kristijan Kvaternik (4), Zagreb
Drugo rjesˇenje. Neka je
−→
CD = aı ,
−→
CB = aj ,
−−→


































































(aı + ak) =
1
3






































































































































Trazˇena udaljenost je minimalna udaljenost






3285. Odredi koliko ima najkrac´ih putova
od X do Y ako se ne mozˇe prolaziti segmentima
AB, BC, BD.
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Rjesˇenje. Od ukupnog broja najkrac´ih
putova (to su oni putovi na kojima se
krec´emo samo “desno” i “gore”) od X do
Y treba oduzeti ukupan broj najkrac´ih putova
na kojima prelazimo barem jedan od navedenih
segmenata. Opc´enito, od tocˇke s koordinatama
(0, 0) (to je tocˇka X ) do tocˇke s koordinatama
(a, b) trebamo ukupno prec´i a + b jedinicˇnih
duljina ( a horizontalnih i b vertikalnih), a
put c´emo odrediti ako odaberemo svih a
horizontalnih duljina kojima zˇelimo prijec´i (ili











Na slicˇan nacˇin iz tocˇke (a1, b1) mozˇemo doc´i
u tocˇku (a2, b2) preko ukupno 









Sada treba odrediti ukupan broj najkrac´ih
putova koji prelaze preko navedenih segmenata.
Razlikujemo dva slucˇaja:
• Put vodi preko segmenta AB . Od tocˇke






zatim prelazimo segment AB i onda mozˇemo
nastaviti ili preko BC , ili preko BD . Od C











nacˇina. Zato je ukupan broj







































• Put ne vodi preko segmenta AB . Tada
prvo trebamo doc´i do tocˇke B , sˇto mozˇemo na
samo jedan nacˇin (ne prelazimo preko AB!)
i opet nastavljamo preko BC ili BD kao u















Dakle, ukupan broj najkrac´ih putova koji































































Kristijan Kvaternik (4), Zagreb
3286. Ivan i Ivana dogovorili su se da c´e
se sresti na odre -denom mjestu izme -du 12 sati i
12 sati i a minuta. Prema dogovoru, onaj tko
prvi do -de cˇeka drugog b minuta.
Odredi vjerojatnost da do -de do susreta ako
se pretpostavi da je vrijeme dolaska za svakog
od njih podjednako vjerojatno izme -du 12 sati i
a > b minuta.
Rjesˇenje. Neka ure -deni par (x, y) oznacˇava
da je Ivana dosˇla u 12 sati i x , a Ivan u 12 sati
i y minuta. Iz navedenog uvjeta slijedi kako
mora biti ispunjena nejednakost
|x− y|  b.





Na slici kvadrat duljine stranice a pred-
stavlja skup svih moguc´ih ishoda, a zatamnjeni
sˇesterokut skup svih povoljnih ishoda. Za-
to trazˇenu vjerojatnost p lako dobijemo kao
omjer povrsˇina sˇesterokuta i kvadrata, pri cˇe-
mu povrsˇinu sˇesterokuta dobijemo tako da














Kristijan Kvaternik (4), Zagreb
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D) Rjesˇenja iz fizike
OSˇ – 326. Struja kroz otpornik A je tri
puta manja od struje kroz otpornik C . Napon
na krajevima otpornika B je dva puta vec´i od
napona na krajevima otpornika C . Koliki su





UB = UA = 2UC
RB = 10 Ω
RA =? RC =?
IA + IB = IC, IA + IB = 3IA





























OSˇ – 327. Kad Nika ide duljim putem u
sˇkolu napravi 1000 koraka, a kad ide krac´im
treba joj samo 800 koraka. Duljina njenog
koraka je 60 centimetara. Kolika je njena
prosjecˇna brzina ako joj krac´im putem treba 2
minute manje nego kad ide duljim putem?
Rjesˇenje.
n1 = 1000, n2 = 800
l1 = 60 cm = 0.6 m
t1 − t2 = 2 min = 120 s
v =?
s1 = n1 · l1 = 60 000 cm = 600 m
s2 = n2 · l1 = 48 000 cm = 480 m
s1 − s2 = v · t1 − v · t2 = v · (t1 − t2)
v =
s1 − s2







Domagoj Doresˇic´ (8), Zagreb
OSˇ – 328. Automobil mase 1200 kg
je za deset sekundi jednoliko ubrzavao iz
mirovanja do brzine 90 km/h. Koliko je iznosila
sila motora? Nakon toga je vozacˇ prestao
ubrzavati. Koliki put je automobil presˇao
od pocˇetka gibanja za 20 sekundi? Trenje
zanemarite.
Rjesˇenje.
m = 1200 kg
t1 = 10 s, t2 = 10 s












= 2.5 m/ s2





s2 = v · t = 250 m
s = s1 + s2 = 375 m.
Mateja Terzanovic´ (8),
OSˇ Fausta Vrancˇic´a, Sˇibenik
OSˇ – 329. Vodena turbina proizvodi
elektricˇnu energiju s korisnosˇc´u 75%. Njena
korisna snaga je 1.5MW. Voda pada s visine
20 m. Koliko litara vode svake sekunde pada
na turbinu?
Rjesˇenje.
η = 75% = 0.75, t = 1 s















, Pu = ρ · V · g · h
t
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V = Pu · tρ · g · h
= 2 000 000 W · 1 s
1000 kg/ m3 · 10 N/ kg · 20 m
V = 10 m3 = 10 000 l.
Antonia Cˇular (8),
OSˇ Fausta Vrancˇic´a, Sˇibenik
1476. Tijelo mase 12 kg dignuto je s
povrsˇine Zemlje na visinu 1000 km. Koliko je
povec´anje gravitacijske potencijalne energije
tijela? Na koju bi visinu trebali podic´i
tijelo da se povec´anje potencijalne energije
udvostrucˇi? Radijus Zemlje je 6371 km, a
masa 5.974 · 1024 kg .
Rjesˇenje. Potencijalna energija na povrsˇini
Zemlje je
E0 = −G · mmzR ,
a na visini h ona iznosi
E(h) = −G · mmz
R + h
.
Povec´anje potencijalne energije dizanjem s
povrsˇine na visinu h tada je:














= mgh · R
R + h
.
Uvrsˇtavanjem R = 6371 km, mz = 5.974 ·
1024 kg dobivamo g = 9.82 m/ s2 i za
h = 1000 km
E(1000 km) = 101 853 kJ.
Visina s dvostrukim uvec´anjem potencijalne
energije u odnosu na povrsˇinu je
h(2E) =
R
1− 2E/mgR − R = 2372.37 km.
Ur.
1477. Temperatura u prostoriji iznosi
20 ◦C. Na stol stavimo posudu s vodom
temperature 80 ◦C. Nakon 5 minuta, voda se
ohladila na 68 ◦C.
a) Kolika c´e biti temperatura vode nakon pola
sata?
b) Nakon koliko minuta c´e temperatura biti
30 ◦C?
Rjesˇenje. Brzina promjene temperature vode
proporcionalna je razlici temperature vode i
okoline. Tada je ovisnost razlike temperature
o vremenu T(t) eksponencijalna:
T(t) = 20 + 60 · e−kt.
Iz podatka o temperaturi nakon 5 minuta
odredimo k :
68 = 20+60·e−5k =⇒ k = 0.044629 min−1.
Uvrstimo u pocˇetni izraz t = 30 min, pa
dobijemo
T(30) = 35.73 ◦C.
Ako racˇunamo vrijeme t koje odgovara
temperaturi 30 ◦C, dobivamo





1478. Nit prebacˇena pre-
ko koloture na desnoj stra-
ni ima vezan uteg mase
M = 0.8 kg , a na lijevoj
je preko opruge ucˇvrsˇc´ena na
pod. Ako je konstanta opru-
ge k = 480 N/m, a period
titranja utega i koloture oko
ravnotezˇnog polozˇaja 0.9 se-
kundi, odredi masu koloture
m. Kolotura je valjak, a moment njegove
tromosti iznosi 12 mr
2 , gdje je m masa, a r
radijus valjka.
Rjesˇenje. Oscilacije oko ravnotezˇnog polo-
zˇaja uzrokovane su silom opruge proporcional-
nom pomaku iz ravnotezˇe, F = −kx , gdje silu
F odre -duje ubrzanje utega i kutno ubrzanje
koloture:




Kako je I =
1
2







































tj. m = 18.1 kg.
Ur.
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1479. Koristec´i izraz za moment tromosti
homogene kugle, I =
2
5
mr2 , odredi moment
tromosti homogene sferne ljuske unutarnjeg
radijusa r1 , vanjskog r2 i mase m. Odredi
trazˇeni moment za granicˇni slucˇaj tanke sfere
(r1 → r2 ).
Rjesˇenje. Sfernu ljusku zamislimo kao kuglu
radijusa r2 iz koje je uklonjena koncentricˇna
kugla radijusa r1 . S obzirom da je moment
tromosti aditivna velicˇina (kao i masa), vrijedi:























V2 − V1 (V2r
2
2 − V1r21) = 25m
r52 − r51
r32 − r31
Uocˇimo da za r1 → 0 dobijemo izraz za
moment tromosti kugle. U granicˇnom slucˇaju












1480. Tri Jupiterova mjeseca, Io, Europa
i Ganimed nalaze se u tzv. Laplaceovoj
rezonanciji. Za vrijeme potrebno Ganimedu da
obi -de Jupiter, Europa ga obi -de tocˇno dvaput,
a Io cˇetiri puta. Ako s r oznacˇimo radijus
putanje Ganimeda (uzeti da su sve tri putanje
kruzˇnice), izrazi pomoc´u r radijuse putanja Ia
i Europe.




mora biti jednak za sva tri satelita.
Tada je





= r · 4−1/3 = 0.6300r,





= r · 16−1/3 = 0.3969r.
U astronomskim tablicama je navedeno
rI = 421 800 km, rE = 671 100 km,
r = 1 070 400 km, sˇto odgovara izracˇunatim
omjerima.
Ur.
1481. Mjesˇavina triju plinova sastoji se
od 30% helija, 50% dusˇika i 20% kisika
(volumni udjeli). Odredi srednju molekulsku
tezˇinu mjesˇavine i gustoc´u pri tlaku 105 Pa i
temperaturi 300 K.
Rjesˇenje. Oznacˇimo s m masu, V volumen















Ukupna masa m je
m = n(ϕ(He)M(He) + ϕ(N2)M(N2)
+ ϕ(O2)M(O2)) = nM.
Slijedi
M = 0.3 · 4 + 0.5 · 28 + 0.2 · 32
= 21.6 g/ mol = 0.0216 kg/ mol.










ρ = 0.866 kg/ m3.
Kristijan Kvaternik (4), Zagreb
1482. Plankonveksna lec´a (konvergentna s
jednim ravnim dioptrom) ima zˇarisˇnu daljinu
75 cm. Radijus zakrivljenosti dioptra (onog
koji nije ravan) iznosi 36 cm. Odredi indeks
loma stakla od kojeg je napravljena lec´a.
Rjesˇenje. Zˇarisˇna daljina plankonveksne lec´e







gdje je n indeks loma, a R radijus
zakrivljenosti sfernog dioptra. Uvrsˇtavanjem
dobivamo n = 1.48.
Ur.
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